












An Empirical Study of Stock Price Data Using Mixture Models 





 (1) データ 
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なデータの特性を捉えるために、Engle (1982)の ARCH モデルをはじめとして、
数多くのモデルが考案されてきた。ところがこれまでのところ、収益率の分布の
歪みに注目した研究はそれほど多く行われていない。 
 収益率の分布の歪みを捉えるには 2 通りの方法が考えられる。1 つは左右非対
称な確率分布を用いる方法であり、Lambert and Laurent (2001)、Giot and 
Laurent (2003, 2004)、渡部・佐々木 (2006)、三井 (2012, 2013)、里吉 (2018)で




体として左右非対称な分布を表現することができる。Haas, Mittnik, and 
Paolella (2004)と Alexander and Lazar (2006)は、収益率の裾の厚さやボラティ
リティ・クラスタリングだけでなく、収益率の分布の歪みを捉えるために混合正
規分布と GARCH モデルを組み合わせた混合正規 GARCH モデルを考案した。
















アット・リスク（Value at Risk: VaR）の測定と確率プロット（P-P プロット）の
作成を行った。 

















と与えられる。ここで、݌௜は加重値、݌௜ ൐ 0、∑ ݌௜௄௜ୀଵ ൌ 1であり、ߠ௜は確率分布
߶௜ሺݔ; ߠ௜ሻのパラメータである。ここで、߶௜ሺݔ; ߠ௜ሻは成分と呼ばれる。 
 本稿では、混合分布を構成する確率分布として、正規分布、t 分布、skewed-t
分布、そして skewed-t 分布の自由度を限りなく大きくしたときに得られる
skewed 正規分布の 4 つを考える。正規分布の場合、߶௜ሺݔ; ߠ௜ሻは 







ܺ	~	NMሺ݌ଵ, … , ݌௄; ߤଵ, … , ߤ௄; ߪଵଶ, … , ߪ௄ଶሻ 
と表すことにする。ただし、NM は normal mixture の略である。t 分布の確率密
度関数は 
߶௜൫ݔ; ߤ௜, ߪ௜ଶ, ߥ௜൯ ൌ












 skewed-t 分布の確率密度関数は次のように与えられる。 
߶௜൫ݔ; ߤ௜, ߪ௜ଶ, ߥ௜, ߦ௜൯ ൌ ൮ 2ߦ௜ ൅ 1ߦ௜
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だ分布、ߦ௜ ൐ 1.0のときに右に歪んだ分布になる。ߦ௜ ൌ 1.0であれば左右対称とな
り、t 分布と一致する。 
 skewed 正規分布は、(3)式で与えられる skewed-t 分布において自由度を  
ߥ௜ → ∞とすることによって得られ、その密度関数は 
߶௜൫ݔ; ߤ௜, ߪ௜ଶ, ߦ௜൯ ൌ ൮ 2ߦ௜ ൅ 1ߦ௜
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EGARCH モデル（以下、NM モデル）は次のように表される。 
ܴ௧|ܫ௧ିଵ	~	NMሺ݌ଵ, … , ݌௄; ߤଵ, … , ߤ௄; ߪଵ௧ଶ , … , ߪ௄௧ଶ ሻ ሺ5ሻ 
ln ߪ௜௧ଶ ൌ ߱௜ ൅ ߚ௜ ln ߪ௜௧ିଵଶ ൅ ߠ௜ݖ௜,௧ିଵ ൅ ߛ௜ ቀหݖ௜,௧ିଵห െ ܧ൫หݖ௜,௧ିଵห൯ቁ ሺ6ሻ 
ݖ௜,௧ିଵ ൌ ܴ௧ିଵ ߪ௜,௧ିଵ⁄ ,			݅ ൌ 1,2, … , ܭ ሺ7ሻ 
ただし、ܫ௧ିଵはݐ െ 1時点までに得られる情報集合である。他の 3 つの混合分布、
すなわち、混合 t 分布、混合 skewed-t 分布、混合 skewed 正規分布についても同
様に、ボラティリティの変動にEGARCH モデルを当てはめた混合分布モデルを
考える。そして、これらをそれぞれ混合 t-EGARCH モデル（以下、tM モデル）、
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分布が 1 つのモデルについても分析を行うことにした。 
 
3. 実証結果 
 (1) データ 
 本稿では日経平均株価の日次収益率（%）を用いて混合分布モデルの有効性を
検証した。モデルのパラメータの推定には、2010 年 4 月 19 日から 2018 年 6 月
13 日までの 2000 日間の収益率を使用した。日次収益率は、終値の自然対数値の
階差をとることによって求めた。また、この期間について VaR の計測と P-P プ
ロットの作成を行うために、各時点から 2000 日前までのデータを必要とした。
したがって、全標本期間は 2006 年 3 月 22 日から 2018 年 6 月 13 日までとなっ
た。 
 
図表 1 日経平均株価の収益率（%）の基本統計量 
標本サイズ 平均 標準偏差 t 値 歪度 尖度 
2000 0.036 1.359 1.196 -0.576 8.547 
  （出所）筆者作成。 
 








 (2) モデルの推定結果 
 混合分布モデルのパラメータの推定結果は図表 2 に示した。2 列目は混合










先行研究と同じである。このモデルは 2 つの skewed-t 分布から成るモデルであ
るが、skewed-t 分布が 1 つのモデル（skt モデル）の結果は、図表 2（続き）の
2 列目に示してある。sktM モデルと skt モデルの自由度を比較すると、混合分布
のほうが若干高いことが分かる。また、sktM モデルの歪みパラメータߦの値は
0.839 であり、skt モデルよりも 1 から大きく離れた値になっている。このこと
は、混合分布にすることによって、左右非対称な分布の有効性が高まる可能性が
あることを示唆している。 










いかもしれない。しかしながら、AIC と BIC の値はどちらも sktM モデルのほう
が低く、モデル選択の基準では若干ではあるが、sktM モデルのほうが良くなっ
ている。 





なっている。また、歪みパラメータߦの値は 1 に近くなっている。5・6 列目の skN-
t モデルと skN-N モデルは、それぞれ skewed 正規分布と t 分布、skewed 正規
分布と正規分布を組み合わせた混合分布モデルである。どちらのモデルにおいて
も、ߦの値は 1 に近い。つまり、これらのモデルでは skewed 正規分布は左右対称
になっていて、歪みパラメータは必要ないと考えられる。混合 t 分布のモデル（tM
モデル）の結果は 7 列目、混合正規分布のモデル（NM モデル）の結果は 8 列目
に示した。図表 2（続き）は混合分布ではなく分布が 1 つのモデルの結果である。 
 全てのモデルについて AIC の値を比較すると、最も当てはまりが良いのは
sktM モデル、その次が skt-N モデルであり、いずれも skewed-t 分布を成分とし
た混合分布モデルが選択されている。一方、BIC については t モデルが最も良く、
2 番目が skt モデルとなっていて、分布が 1 つのモデルが選ばれている。このよ
うに、BIC の基準ではパラメータの少ないモデルが選ばれる傾向があるが、混合
分布モデルである sktM モデルは、パラメータの数が非常に多くなっているのに
もかかわらず 3 番目に選ばれている。したがって、skewed-t 分布を成分とした混
合分布モデルの適合度は比較的高い可能性がある。 
 
図表 2 モデルの推定結果 
 sktM skt-N skNM skN-t skN-N tM NM 
݌ଵ 0.814 0.807 0.834 0.647 0.840 0.837 0.847 
 (0.093) (0.154) (0.053) (0.128) (0.048) (0.093) (0.039) 
݌ଶ 0.186 0.193 0.166 0.353 0.160 0.163 0.153 
ߤଵ 0.076 0.066 0.094 0.147 0.108 0.116 0.110 
 (0.041) (0.039) (0.031) (0.023) (0.031) (0.013) (0.028) 
ߤଶ -0.120 -0.080 -0.268 -0.152 -0.364 -0.360 -0.417 
 (0.063) (0.055) (0.109) (0.127) (0.045) (0.250) (0.049) 
߱ଵ -0.009 -0.005 -0.052 -0.055 -0.039 -0.025 -0.036 
 (0.013) (0.012) (0.018) (0.024) (0.016) (0.017) (0.013) 
߱ଶ -0.221 -0.191 0.131 0.096 0.154 0.127 0.156 
 (0.087) (0.138) (0.029) (0.028) (0.026) (0.031) (0.026) 
ߚ 0.948 0.947 0.949 0.951 0.949 0.950 0.949 
 (0.011) (0.011) (0.012) (0.011) (0.012) (0.012) (0.012) 
ߠ -0.140 -0.143 -0.137 -0.141 -0.137 -0.141 -0.137 
 (0.021) (0.022) (0.019) (0.020) (0.019) (0.021) (0.019) 
ߛ 0.189 0.187 0.209 0.201 0.212 0.207 0.211 
 (0.027) (0.027) (0.028) (0.027) (0.028) (0.029) (0.028) 
ߥ 9.550 9.717 - 8.682 - 11.146 - 
 (2.116) (2.421) - (3.146) - (4.420) - 
ߦ 0.839 0.837 0.947 1.024 0.995 - - 
 (0.049) (0.062) (0.043) (0.064) (0.052) - - 
ln ܮ -3170.39 -3170.54 -3178.30 -3174.80 -3178.90 -3175.24 -3178.90 
AIC 6360.77 6361.09 6374.60 6369.61 6375.80 6368.47 6373.80 




図表 2 （続き） 
 skt skN t N 
ߤ 0.042 0.028 0.063 0.039 
 (0.024) (0.025) (0.023) (0.024) 
߱ -0.004 -0.011 0.017 0.031 
 (0.010) (0.009) (0.007) (0.007) 
ߚ 0.946 0.944 0.946 0.945 
 (0.012) (0.010) (0.012) (0.010) 
ߠ -0.138 -0.109 -0.142 -0.108 
 (0.022) (0.015) (0.022) (0.015) 
ߛ 0.199 0.218 0.202 0.229 
 (0.028) (0.024) (0.029) (0.024) 
ߥ 6.955 - 6.646 - 
 (1.021) - (0.930) - 
ߦ 0.922 0.875 - - 
 (0.029) (0.024) - - 
ln ܮ -3176.06 -3220.54 -3179.39 -3232.61
AIC 6366.11 6453.08 6370.79 6475.22 
BIC 6405.32 6486.68 6404.39 6503.23 
       （注）括弧内の数値は標準偏差を表す。 
       （出所）筆者作成。 
 







Prሾ ௧ܹା௛ െ ௧ܹ ൏ െVaRௐሺ݄ሻሿ ൌ ߙ ሺ10ሻ 
ただし、ܹ ௧はݐ時点のポートフォリオの価値、VaRௐሺ݄ሻは保有期間݄のポートフォ
リオܹの VaR の値である。100ሺ1 െ ߙሻは信頼水準と呼ばれる（ߙが 0.01 のとき、
信頼水準は 99%）。また、ポートフォリオの価値ではなく、収益率に関する VaR
は 
Prሾܴ௧ା௛ ൏ െVaRோሺ݄ሻሿ ൌ ߙ ሺ11ሻ 
となる。ただし、ܴ ௧ା௛ ൌ lnሺ ௧ܹା௛/ ௧ܹሻはݐ ൅ ݄時点の収益率であり、VaRோሺ݄ሻは保
有期間݄の収益率ܴ௧ା௛の VaR の値である。(10)式で与えられるポートフォリオの
VaRௐሺ݄ሻは、この収益率のVaRோሺ݄ሻから得ることができる。(11)式にܴ௧ା௛ ൌ
lnሺ ௧ܹା௛/ ௧ܹሻを代入して変形すると、 
Prሾ ௧ܹା௛ െ ௧ܹ ൏ െ ௧ܹሺ1 െ expሾെVaRோሺ݄ሻሿሻሿ ൌ ߙ 
となる。よって、VaRௐሺ݄ሻは ௧ܹሺ1 െ expሾെVaRோሺ݄ሻሿሻから求めることができる。 


















 本稿でのVaR の計測期間は、2014 年 5 月 19 日から 2018 年 6 月 13 日までの
1000 日間である。各時点の 1 日前から 2000 日前までの収益率を使ってモデルの
パラメータを推定し、1 日先のVaR の値を求めた（݄ ൌ 1）。図表 3 には、日経平
均株価の日次収益率が VaR の値を超えた日数の比率（%）を示した。2 列目から
4 列目まではロング・ポジション、つまり、収益率の分布の左裾の結果であり、5
列目から 7 列目までのショート・ポジションは右裾の結果である。また、VaR の
計測方法が適切であるかを調べるために、Kupiec (1995)の尤度比検定を行った。
収益率が VaR の値を超えた日数をݔ、計測期間をܶとする（ܶ ൌ 1000）。帰無仮説
をܪ଴:	ߙ ൌ ߙ଴とすると、尤度比検定統計量は 
ܮܴ ൌ 2ሾlnሺߙො௫ሺ1 െ ߙොሻ்ି௫ሻ െ lnሺߙ଴௫ሺ1 െ ߙ଴ሻ்ି௫ሻሿ 
となり、自由度 1 の߯ଶ分布に従う。ただし、ߙො ൌ ݔ/ܶである。本稿では、ߙ଴ ൌ
0.01ሺ1%ሻ、0.025ሺ2.5%ሻ、0.05ሺ5%ሻについて検定を行った。図表の括弧内の数値
は尤度比検定の p 値（%）である。この検定では、VaR を計測するモデルが分布
の裾の形状を適切に捉えているときに、帰無仮説は受容される。 
 ロング・ポジションとショート・ポジションのどちらについても 5%の有意水
準で帰無仮説が受容されているのは、sktM モデル、skt-N モデル、skN-t モデル、
tM モデル、NM モデル、skt モデルとなった。これらの 6 つのモデルは全て、分
布の左右非対称性を表現できるモデルである。このことから、収益率の分布の裾
の形状を捉えるには分布を歪ませる必要があり、本稿で提案した混合分布モデル
か、もしくは skt モデルが有効であることが分かる。 
 他の 5 つのモデルについて見てみると、まず、skewed 正規分布の混合分布モ




て、t 分布あるいは skewed-t 分布を含んでいるモデルであった。したがって、混
合分布で収益率の分布の裾を捉える際には、t 分布もしくは skewed-t 分布を含め
たほうが良いことがわかる。残りの 3 つのモデルは分布が 1 つのモデルであり、
skN モデルはロング・ポジションの 1%で、また、t モデルと N モデルについて
はロング・ポジションの 1%とショート・ポジションの 5%の 2 箇所で有意となっ
た。前述したように skt モデルでは全ての信頼水準において有意とならなかった






図表 3 超過日数の比率（%） 
 ロング・ポジション ショート・ポジション 
 5% 2.5% 1% 5% 2.5% 1% 
sktM  4.0 2.5 1.3 3.8 2.3 1.1 
 (13.33) (100.00) (36.21) (6.95) (68.14) (75.44) 
skt-N 4.1 2.5 1.3 3.9 2.3 1.1 
 (17.83) (100.00) (36.21) (9.74) (68.14) (75.44) 
skNM 3.9 2.5 1.7 4.2 2.4 1.3 
 (9.74) (100.00) (4.31) (23.32) (83.84) (36.21) 
skN-t 4.2 2.5 1.5 4.0 2.2 1.2 
 (23.32) (100.00) (13.90) (13.33) (53.52) (53.77) 
skN-N 3.8 2.6 1.8 4.2 2.3 1.3 
 (6.95) (84.05) (2.23) (23.32) (68.14) (36.21) 
tM 4.3 2.5 1.3 4.0 2.0 1.0 
 (29.85) (100.00) (36.21) (13.33) (29.43) (100.00) 
NM 4.2 2.5 1.4 3.9 2.1 1.0 
 (23.32) (100.00) (23.06) (9.74) (40.50) (100.00) 
skt 4.1 2.7 1.4 4.0 2.2 1.0 
 (17.83) (68.92) (23.06) (13.33) (53.52) (100.00) 
skN 3.9 2.7 1.7 4.1 2.5 1.5 
 (9.74) (68.92) (4.31) (17.83) (100.00) (13.90) 
t 4.9 2.7 1.9 3.3 1.8 0.8 
 (88.43) (68.92) (1.10) (0.87) (13.59) (51.02) 
N 4.7 3.0 2.5 3.2 2.0 0.9 
 (66.03) (32.59) (0.01) (0.53) (29.43) (74.65) 
  （注）括弧内の数値はKupiec の尤度比検定の p 値（%）を表す。 
  （出所）筆者作成。 
 
 (4) P-P プロット 
 前節の VaR の計測では収益率の分布の裾の部分に注目したが、分布の全体を評
価するにはP-P プロットが便利である。実際のデータの分布の形状がモデルによ
って完全に説明されるとき、P-P プロットは 45 度線に一致する。図表 4 は 2010
年 4 月 19 日から 2018 年 6 月 13 日までの 2000 日間の収益率を用いて各モデル
のパラメータを推定し、その期間について作成した P-P プロット（in-sample）
である。パネル(a)から(g)までの混合分布モデルの結果を見てみると、sktM モデ
ルを始めとして、P-P プロットは 45 度線にほぼ重なっていることが分かる。一
方、パネル(h)から(k)に示した分布が 1 つのモデルのうち、skN モデルとN モデ
ルについては、全体的に大きく外れているのが見てとれる。図表 6 にはP-P プロ
ットと 45 度線に囲まれた部分の面積の値を示した。この面積の値は、最小値が
0、最大値が 100 となるように基準化されている(7)。最も値が小さいのは skt-N モ





 図表 5 は out-of-sample の P-P プロットの結果である。この P-P プロットは
2014年 5月19日から 2018年 6月 13日までの 1000日間について作成されたも
のであり、VaR の計測期間と同じである。具体的には、各時点の 1 日前から 2000
日前までの収益率のデータからモデルのパラメータと 1 日先の期待リターン、な
らびにボラティリティを計算し、それらを用いて実際の収益率の確率点を求めて
いる。in-sample においてパフォーマンスが優れていた sktM モデルと skt-N モ
デルの P-P プロットを確認すると、他のモデルに比べて 45 度線からの乖離が少
ないように見える。実際、図表 6 の 3 列目の値で最も小さいのは sktM モデルで
あり、2 番目は skt-N モデルとなっている。また、skt モデルは 5 番目という結
果であり、skewed-t 分布という左右非対称な分布を用いても、分布が 1 つのモデ
ルは混合分布モデルより劣っていることがわかる。 





図表 4 P-P プロット（in-sample） 
(a) sktM                (b) skt-N                (c) skNM 
 




(g) NM                 (h) skt                  (i) skN 
 




図表 5 P-P プロット（out-of-sample） 
(a) sktM                (b) skt-N                (c) skNM 
 
(d) skN-t                (e) skN-N               (f) tM 
 








図表 6 P-P プロットと 45 度線に囲まれた部分の面積 
 in-sample out-of-sample
sktM 0.709 3.995 
skt-N 0.662 4.033 
skNM 1.193 5.336 
skN-t 0.872 4.508 
skN-N 1.035 5.515 
tM 0.771 4.401 
NM 1.036 4.780 
skt 0.992 4.646 
skN 3.418 6.466 
t 0.876 4.852 
N 3.559 7.062 







になった。また、VaR の計測と P-P プロットの作成より、skewed-t 分布を成分
とした混合分布モデルは、収益率の分布の形状を捉えるモデルとして適切である
という結果が得られた。 











 (1) 中島・大森 (2011)は、左右非対称な分布として一般化双曲型非対称 t 分布の使用を提案
し、米国の株価指数S&P500 の分析を行っている。 
 (2) 里吉 (2006)は、混合分布モデルの一種であるマルコフ・スイッチング・モデルと
GARCH モデルを組み合わせたモデルを用いて、TOPIX の分析を行っている。 
 (3) ボラティリティの非対称性と呼ばれる現象で、株式市場では価格が上昇した翌日のボラ
ティリティよりも下落した翌日のボラティリティのほうが高くなる傾向がある。 
 (4) Drakos, Kouretas, and Zarangas, (2010)は、skewed-t 分布を含む混合分布と
asymmetric GARCH モデルを組み合わせたモデルでギリシャの株式市場について分析を
行っているが、EGARCH モデルは用いていない。 
 (5) skewed-t 分布についての詳細は、Fernández and Steel (1998)、Lambert and Laurent 
(2001)、Giot and Laurent (2003, 2004)を参照のこと。 
 (6) OxMetrics の詳細は、https://www.timberlake.co.uk/software/oxmetrics.html を参照
のこと。 
 (7) この面積の計算方法は、山下 (2000)の 6 章に詳しく書かれている。 
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